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RAYONNEMENT VERTICAL D'ANTENNES
QUADRILATERES PLANES EN RADIOFREQUENCE

Jean-Claude Jodogne

ABSTRACT. The performance of one or two
straight wires resistance-terminated travel-
ling-wave aerials of practical height and
shape above a perfect flat earth are ana-
lysed. The analytic formulae are also obtai-
ned for the case of one or two catenaries
(actual form of suspended wire)for the ver-
tical direction of emission. The results of
numerous runs of computer's programm show
the importance of geometrical parameters

and enable us to find some good configura-

tions for gain and band-pass.

Introduction

Les sondages ionosphériques 3 partir du
sol sont généralement effectués par émis-
sion verticale de trains d'ondes de radio-
fréquence.L'emploi des antennes rhombiques
est trés répandu car ces antennes on un
bon gain(l). Mais elles présentent les
inconvénients d'avoir une bande passante
faible et de ne pratiquement plus émettre

pour certaines fréquences.

La recherche du meilleur rapport signal/
bruit et du gain le plus élevé pour une
bande de fréquence la plus large possible
a conduit aux antennes "log-périodiques"
et "log-spiral” coniques(2).Ces derniéres
présentent des caractéristiques avantageu-
ses pour l'émission en polarisation circu-
laire telles que large bande passante (2 i
20 Mhz), absence de lobes latéraux impor-
tants, impédance d'entrée sensiblement
constante, mais le gain moyen reste cepen-

dans modeste (3 db en sus du gain du dipdle).

A partir des mdts et des &metteurs (non dé-
phasables)existant 3 la station de Dourbes
de 1'IRM, est—il possible de réaliser des
antennes planes présentant de bonnes ca-
ractéristiques de rayonnement (large bande

passante, haut gain) ?

I.- Rappel et discussion du cas fondamental

du rayonnement d'un fil rectiligne

Le champ électrique en un point M(R) situé &
une grande distance R du fil dans la direc-
tion 2 ¢ (Fig.1) est donné par l'intégration
du champ di au dipdle &lémentaire sur 1la
longueur L du £il (3). Avec A pour longueur
d'onde et k = 27 / A ,1'élément de champ est

dEx =j 60m Ix sin 2¢ exp(-jkr)dx/Ar

-

(1'él1ément de champ est perpendiculaire &
la direction de propagation et situé dans

le plan passant par M et le dipSle &lémen~
taire). Si le courant est supposé de la for-
me Ix = I° exp(-jkx) c'est-d-dire sans

atténuation, le champ direct est alors :
_(L . . L . dx
B, -fo dE_=j30k s1n2¢jo I exp(=-jkr) =

L
.30 . . .
=J§§k1051n2¢exp(-JkR)%exp(-ka(l-cos2¢»dx

30I, sin2¢
R l-cos2¢

exp(-ij)[l-exp(—j2kLsin2¢ﬂ

la phase étant rapportée au point O.

Comme l-exp(-2jm) = 2jsin m exp(-jm) et )= c/f

. .60 .
on a, si on pose F=37{IO exp(-jkR) et

a_=2TL sin2 $/c,
)EdHF cotg ¢ sin a_f{ Jﬁ’d - l—l

ig. ‘ ,
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Nous remarquons d'emblée les résultats clas-—
siques: 1) la symétrie circulaire autour du
fil (pour le module du champ direct unique-

ment ! ),

2) 1'absence de rayonnement dans la
direction du fil ( sin 2¢ = 0 et 1'inté-

grale est finie ).

Examinons le comportement du module du champ
di au rayonnement direct. La longueur du fil
ainsi que la fréquence interviennent comme

argument de la fonction sinusoidale. Doubler

-

la longueur équivaut & doubler la fréquence.

Pour une longueur et une fréquence détermi-
nées ( L = A /2), le module du champ est

représenté & la Fig. 2.

Fig.2
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Pour une direction et une longueur du fil don-
nées, le module du champ varie avec lafréquence
comme sin a_f; les maxima du module ont
lieu pour

q_fM = (2n+I)n/2
soit aux fréquences fM=(2n+I)c/4Lsin%p ou

fM(Mhz) = (2n+I). 75/Lsin2¢ (L en m)

~

La bande passante (définie & + ou - 3db
autour du premier maximum) est donnée par la

différence

BP=f31v4-fﬂ/4 =(3-I)n/4a = n/23=fM (Iermax.).

Elle sera donc d'autant plus grande que la
fréquence du premier maximum sera élevée
c'est-d-dire pour des longueurs et des an-
gles petits., Il peut donc y avoir intérét

3 choisir deux petites antennes plutdt qu'u-
ne grande. Malheureusement, pour la direc-
tion d'émission verticale et les directions
voisines, 1l'utilisation d'angles petits con-

duit & des hauteurs de mAt central rapide-

ment trop onéreuses.

Dans le tableau I sont reprises les va-
leurs de 1'angle 2 ¢ auxquelles correspondent
une longueur L de fil d'antenne qui donne le
premier maximum 3 8 Mhz et de ce fait, une
bande passante de 8 Mhz ( 4 3 12 Mhz) et un
"minimum" 3 16 Mhz.
Tableau I
L (m) 30 40 50 60 70 80

2¢(°) 68 58 51,4 46,6 43 40
p (m) 11,2 21,2 31,2 41,2 51,2 61,3

La derniére ligne du tableau donne la pro-
jection sur la verticale du segment d'an-
tenne, en émission verticale c'est-d-dire

la hauteur minimale du m3t.

Réflexion sur le sol

L'énergie &émise vers le sol est en partie
réfléchie vers le haut. Examinons la contri-
bution au champ dans la direction ©. la
phase du champ émis en X est de nouveau re-
pérée i partir du point O (fig 3) situé a
une hauteur h (trés petite par rapport @ R).

Elle est due i deux facteurs :




i) le courant déphasé de -kx
ii) 1'espace parcouru qui est augmenté de
x cos2(6+ ¢ ),

I1 vient
kF . .
dE_ = —5— sin(~26-2¢)exp (- jkx(1+cos2(6+4))

et

F in2 (6
= gyl D] 1-exp (kL (1 +cos2(or 1)

=F tg(0+9 ) sin a+f exp(—ja+f)

kLcosz(e+ $) _ 2L
f c

En 1'absence de mesure précise sur les con-

2
avec agz cos (8+9¢)

ditions de réflexion & Dourbes (ou 3 1'en—
droit de la localisation des antennes en gé-
néral), il est pratique de considérer le cas
extréme de la réflexion parfaite sur le sol

(supposé plan) en négligeant les pertes.

L'estimation des constantes du sol pour
Dourbes (4) conduit d'ailleurs au méme résul-

tat c'est-a-dire la réflexion parfaite.

L'addition du champ direct et de la contribu-
tion du champ aprés réflexion sur le sol en
tenant compte du changement de phase (-1) et
du retard de phase introduit par le parcours

2h/cos 6, donne le champ résultant

. 2Tf 2h
E=E,  + (-1 -j =
d ( )ErexP(J c cos@
. 21h
=E, + (-1E -j2 =
d -1 rexp( j2gf) avec g p——-

E =F cotg sin a_f exp(-ja_f)

~F tg(6+ ?)sin a f exp(-j(a+2g) f)

En particulier,

- pour la direction verticale d'émission,on a
6=0eta = 2mL/c- a_.

et E = F cotg9sin a_f exp(-ja_f)

_ . s 4Th
F tg ¢ sin a+f exp ( J(a++T)f)

On voit que le champ n'est pas donné par une
expression trés simple en fonction des para-

métres physiques.

- Pour un fil horizontal, 1l'expression se

simplifie car 6 + 2¢= 7w /2

d'oli tg(6+ ¢) = cotg¢ et a =a_.

Le champ est alors domné par

E=E, (1-exp(-j 2gf))
= ZjEdsin gf exp(-j gf)

L'amplitude du champ résultant est simple-
ment 1'amplitude du champ direct multiplié

par le facteur

2 sin gf i @7 o

La discussion de la bande passante du cas
du rayonnement direct doit &tre modifiée
légérement. En émission verticale, le
facteur multiplicatif donne lieu 3 une atté-
nuation du champ pour des‘valeurs de h infé-
rieures 3 c/12f ou des fréquences inférieu-
res 4 ¢/12h = 25/h (Mhz), mais 3 un gain
pour des fréquences comprises entre 25h et
125/h (Mhz). On voit que pour une bande
passante limitée supérieurement a 16 Mhz,
il n'y a aucune difficulté & réaliser la
condition f < 125/h puisqu'il suffit que h
soit inférieur & 7,8 m. Par contre, pour la
limite inférieure, il n'est pas possible

de satisfaire & la condition f> 25/h car
pour une hauteur de 10 m, la fréquence doit
dépasser 2,5 Mhz. Or, dans le cas de sonda=-
ges ionosphériques, il est nécessaire de
sonder bien au dessous de cette fréquence.
Il y a donc atténuation en début de bande
et gain au-deld de la fréquence 25/h Mhz.
Le gain maximum est de 6 db 3 la fréquence

75/h Mhz.

Dans le cas général (direction du fil
quelconque), il n'est pas possible de pro-
céder 3 une discussion semblable. La mise
en programme pour ordinateur et les cal-
culs effectués par la suite n'ont pas
permis de tirer des conclusions générales
sauf le fait que 1'élévation du pied de
1'antenne (augmenter h) étend la bande pas-
sante aux basses fréquences mais la dé-

tériore aux plus hautes fréquences.
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Cependant pour 1l'émission verticale,

- 8i on fixe la longueur L(38m par exemple),
plus l'angle 2 daugmente, plus la bande
passante et le gain maximum diminuent
(fig.4),

- si on fixe 1'angle (par exemple 70°),plus
la longueur augmente, plus la bande pas-

sante et le gain maximum diminuent(fig.5).

Les figures donnent la valeur du champ 3 une
hauteur de lkm en db au-dessus de ImV/m avec
un courant d'antenne de lA. Il en est de méme

pour les figures 8, 9, 10 et 11.

Fig.u L=38m db

2 4 6§ 8 0 12 ¥ Mhz

Fig.5
db
50
m
40
0
7
%2 g9
2 4 6 8 0 12 14Mhs
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II. Cas de deux segments rectilignes quel-

conques .

Pour le deuxiéme segment, il faut fenir
compte du retard du courant en A (fig.6) et
de la phase dans l'espace, due & la position
relative des segments, le point O servant
toujours de référence et le courant circulant

de 0 & B. Soient :

2 .2 2 2
a, = L151n $i8,,= =2 L, cos (e+¢)
=2 in2 V.a =2 2
a, = o= L251n 38,5, =2 L2 cos“(8+V)

on a, pour les différentes contributions,

Eld = F cotgd 51n(al_f)exp(-3a]_f)
E1r = F tg(0+¢ ) s1n(al+f)exp(-3a]+f)
E2d = -F cotgy s1n(a2_f) exp(-Jaz_f)
. . H
exp (-JKL)) exp(+jkrg)
retard avance
courant spatiale

E2r = -F tg(6+y ) sin(a2+f)

exp(-ja, ) exp(-jk(L +# cos 6)

retard avance
courant spatiale




(le facteur-I devant les termes du deuxiéme
segment provient de la position de ce dernier
par rapport au premier) (rotation de 180° du

champ). Pour le champ total, il vient

E,.=E + E - E

T 1d 24 1r exp(-j2kh/cos 8 )

Ey. exp(-j2k (h+H) /cos ©)

Le cas d'une antenne constitude par quatre
segments rectilignes disposés symétriquement
par rapport au midt central se raméne (dans

le cadre des approximations utilisées) au

cas de deux segments car le champ dd 3 la
partie droite s'additionne en phase au champ
de la partie gauche et lui est &gal en module,
3 la condition d'avoir une alimentation d'an-
tenne symétrique. Ceci est toujours le cas

pratique.

La mise en programme pour ordinateur a été
effectuée et une recherche systématique de

la meilleure combinaison de longueurs (L],Lz),
d'angles (2 9,2V ) et de hauteur de pied (h)
n'a pas permis de dégager des conclusions gé-
nérales si le domaine de fréquence est quel-
que peu étendu. Cependant, pour obtenir la
plus grande bande passante, il semble que le
choix le plus favorable des longueurs soit
celui pour lequel, i la fréquence la plus.
élevée du domaine fix&, le champ di a n'im-
porte quel segment pris isolément, soit cons-

titué d'un seul lobe.

-~

Cette conclusion est & rapprocher de celle
du cas fondamental : on est amené & multi-

plier les petits segments d'antennes.

I11.- Utilisation de la forme exacte du

fil en émission verticale.

ﬁ-_éggsqgg_%_gp_prin
La forme exacte q:e_prend un fil d'antenne
suspendu entre deux points fixes n'est pas
un segment de droite mais une portion de
courbe appelée chalnette (fig.7).Les équa-
tions cartésienne et paramétrique de la chail-
nette sont, avec le systéme d'axe de la
figure :

y = C Ch x/C oli C = OT, distance minimale

i 1l'axe x.

A
¥y
J )
R r 5 / ',
1
|
I
U a :b
|
J% _a___
- A
|
: | .

g = C tge ol s est la longueur d'arc
comptée i partie du point T et a 1l'angle

de la tangente avec l'axe x.

De ces &quation$, on tire :
s =C Sh x/C et y =C/cosa .

Le champ émis par le dipdle élémentaire
situéd en U(s) (fig.7) et regu en un point
M(R) trés éloigné dans la direction verti-
cale ( 2¢ = T/2 - a ) est donné par
60T . .
=] T/2-a)I_ exp(-jkr) ds
dE_ = j —x 7 sin( / )Ig exp(-j

ou en tenant compte de

IS = IA exp(—Jk(s-sA) ) et de

exp(~jkr) = exp(-jk(R -y + yA) )

. 60 7l s _
E_ =] S¢ga exp (-jk(R+y, SA) )

cos® exp(-jk(s-y) ) ds.

Le champ rayonné directement par le brin AB
de longueur L = Sg ~ Sa est alors

s sB
E, = f B dEs = kG f

N Sy
. 607 1 s _

avec kG = j _—Xﬁ_A exp ( Jk(R+yA sA) )

cosa exp(jk(y-s))ds.

Aprés quelques transformations (voir appen-

dice I), on arrive & l'expression

kCtB

exg(ikCt) dt
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N s s _.6071 et foee - .
L'intégrale du second membre est liée i dEs-J—x;—Aexp( jk(R Yy sA)kosa exp (-jk(y+s)ds

1'intégrale cosinus

s
® B
Ci(x) =- [ S8 Y¥ g4y E = / dE
x v r s s
A
et 34 1'intégrale sinus (5) Sg
) . !m sin v =kG exp(ZJkyA) f cos @ exp(-jk(y+s) ds
Si(x) = - - — dv s
v A
x
Us
ar . . :os
? kCt = kGc exp(2jky,) [Cl(u)-331(u) ]
ci(kCt,)~Ci(kCt) ;)= -/ B cos(kCt) 4y o Ua

t
kCtA

ot u = (y+s)/C = 4/t (voir appendice II).

kCt. .
5i(kCt) =5 (kCty)= - / B sin(kCt) 4,

t
kCt s . . .
A Considérons 3 nouveau la réflexion sur un
On obtient finalement sol parfait :
I kCt . .
A la contribution au champ total sera

E; = kGC [éi(kct) + jSi(kCt)]
‘\,_w—';ﬁ—-—. ———\\// kCtB

[ LN ji% - E_ exp(-2jkh).
Le pas des tables de valeurs dont nous dis-
posons est trop petit pour notre usage. Il a .
donc &té nécessaire d'utiliser une méthode Champ total

de calcul des valeurs de Ci et de Si. Nous
avons adopté celle qui fait usage des Le champ total est donné& par

fonctions auxilaires pour assurer une .
P ET = Ed - E exp(-Zth){
convergence rapide au développement en sé- r ﬁi-ﬁkctj-k;Q

e

rie et qui est décrite dans le Handbook of

LN )
= kGC [’i(kCt)+jSi(kCt)+exp(2jk(yA—h» .
Mathematical Function (6). P —y -

'(Ci(kCuS:jsi(kCu))/f] ‘;‘ o L wow Tt

30 kI

Réflexion au sol ol kG = —_— j exp(-jk(R+yA—sA).
L'angle du dipdle é&lémentaire avec la ver- La détermination des paramétres C,yA,tA et
ticale est cette fois a+ 7 /2 donc t. de la chainette est effectuée dans

B

sin(a + 7/2) = cos a 1'appendice III, 3 partir des &léments re-

latifs aux points d'attache A et B.
La phase repérée par rapport a celle du La mise en programme de ce calcul et la
point A est due 3 deux facteurs : comparaison des résultats & ceux obtenus
: . p ar un segment de droite permettent de cons—
i) le courant déphasé de -k(s—sA) P & P
tater que 1'influence de la chainette est

ii) l'espace parcouru qui est augmenté de loin d'8tre négligeable (fig.8,60°).

¥YY, soit un retard de phase de k(y-y,) Cette influence se fait sentir aussi bien

Dans la limite des hypothdses adoptées dans les basses fréquences que dans les

précédemment , on a hautes fréquences.
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B. Antenne 3 deux brins

60 Le seul point délicat & examiner est la pha-
Fig.8 L=38m :sc db se relative des contributions des deux brinms,
en remarquant que les paramétres qui dépen-
dent des chalnettes sont, bien siir, diffé-

rents ( par exemple, C,t,u ...).

La phase relative (repérée par rapport 3 1'o-
rigine A du premier brin d'antenne) se déduit
de trois facteurs dus :

. - s ot
i) au courant IS IC exp(-jk(s sc))

= IA exp(jkL)exp(-jk(s'-sé))
= IA exp jk(sA-sB+sé) exp(-jks')

ii) & 1l'espace parcouru

sB-sA=L + 0,I5 (0,4 pour u40°) exp(-jkr) = exp(-jk(rc-y'*'y(':)

2 4 6 8 10 12 IUMhz = exp(~jk(Réy, =y +y' ))exp(jky')

iii) & la position relative des deux brins
par rapport au sens du courant. Il en
résulte un déphasage de 180° ou un

facteur (-1).

Fig.9 L=70m ©=80°

db La contribution directe a donc pour phase
(-I) exp(-jk(R+y,-s,)) exp(-jk(sy-yp))
eXP('jk(yé'sé)) exp(-jk(s'-y'))

et la contribution réfléchie
('I)eXP(‘jk(R+YA'SA)) exP('jk(SB°YB))
exp(ik(yg+sy) exp(k(y'+s"))

Le facteur constant devant les signes
intégrale du deuxidme brin peut &tre expri-

mé en fonction de G par

G' =G exp(jk(-C'té-CtB)) champ direct

G" = G exp(jk(C'ué -CtB))champ réfléchi

2 4 6 8 10 . 12 1% Mhz

Le champ total dii aux deux brins s'exprime

donc par

Ep = Epp * Eyr =
) A
kGC [Ci+jSi+(Ci-jSi) exp(ij(yA-h) ) ]

Les noeuds de rayonnement sont déplacés. Les B

maxima peuvent &tre plus grands ou plus pe-

-kGC' -jk(C' ti-Ct.))
tits ( fig. 8, 80°). exp (—jk( aCtg

Plus la chalnette est tendue, plus le rayon- . o c
. [Ci+jSi+(Ci—1$1) exp(ZJk(yc-h-H))
nement se rapproche de celui d'un segment de D

droite. (fig.9 , courbes 3,2 et I).
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La combinaison de deux segments identiques
(Fig.9, courbe s) pour former une demi-
antenne rhombique est comparée aux deux arcs
de chafnette ( courbe c), arcs dont le rayon-

nement est donné par la courbe 3.

La figure 10 montre les résultats obtenus
pour une distance de 44 m entre les points
d'attache d'une antenne rhombique avec un
angle © = 25° et 70° ( courbe s segments de

droite, courbe c arcs de chalnette ).

En conclusion, nous voyons que le calcul du
rayonnement des antennes envisagées est sen-
sible aux paramétres physiques longueur et
angle, mais également et de fagon apprécia-
ble, & la chalnette que forme tout fil ten—
du entre deux points. La recherche des meil-
leurs paramétres ne peut malheureusement pas
étre guidée par des ré&gles plus ou moins gé-
nérales. Leur détermination nécessite donc
de nombreux calculs. Cependant, le résultat
obtenu par exemple 3 la figure II, montre
que 1'effort en vaut la peine; il permet en
effet de couvrir avec une seule antenne la

bande passante de 3 3 13,6 Mhz (ou de 1 &

102

Fig.II

10

d].,d2 = dipSles de comparaison

2 4 6 8 10 12 14 Mhz

7,3 Mhz), avec un gain moyen de 2,5 db
(ou 5 db) au-dessus du dipdle (dans la

bande passante) pour la courbe I (ou 2 ).

I1 faut néanmoins se rappeler que les

hypothéses de départ considérent

(i) le courant comme uniquement déphasé
par le parcours dans le fil et négli-
gent toute autre variation ;

(ii) 1'impédance terminale comme parfaite-
ment accordée ;

(iii) la réflexion sur le sol (plan) comme

parfaite.

Une simulation du rayonnement des antennes
par microondes permettrait de situer dans

quelle mesure ces hypothéses sont admissi-
bles.

Signalons que les programmes ont &té écrits

en Fortran IV et sont disponibles & 1'IRM.




APPENDICE I

Comme 8 = C tg ®et y = C/cos o, exprimons
tous les facteurs de 1'intégrant en

fonction de tga

cosa = I/ V tgza + I
y -~ 8 = C(I/cosa - tga ) = C(V tgza + I-tga)

ds = C dtga .
On obtient alors
=kGCItg%exp(jkC( Yeg% +1))

tg'a+ I
tga,

Si on pose V tgza +I =tgQa+ t , on a
[~ 2
tgzu+I = t2+1; tgd=:—

TS 2t

Ed dtg o

dtga =--£—1%—— dt ; y-s=Ct
2t

et 1'intégrale devient :

B 2t 241
Ed=kGC{ 5 (~
A t o+l

Yexp (jkCt)dt
2
2t

t .
2.GC f B exEEJkCt) at

ta

APPENDICE 1II

Comme pour l'intégrale précédente, on

pose

Vtg% 4+l = u - tg® et il vient

/tgi +1 = (u2+I)/2u ; tgas= (u2-I)/2u

dtg a = (u2+I)/ 2u2 du; y+s = Cu.

De plus,
u = Sh(x/C) + Ch(x/C) = exp(x/C)

or t = Ch(x/C) - Sh(x/C) = exp(-x/C)

d'oi u = 1/t

L'intégrale se transforme alors

;e

Er =kGC exp(ZJkyA)

thA

exp(-jkC( Vtgh + I) + tga ))
4 tgzu + 1

s
_ 2
KGC exp(2iky,) [ _2u u *2 exp(-jkCu)du

dtga

u u2+I 24

A

u
E_=kCG exp(2jky.) | ’ exp(-jkcu) S8
r A u

Up

u
B
=kGC exp(ijyA) [Ci(kCu) - jSi(kCuﬂ

Ya

APPENDICE III

Les grandeurs C, Yo tA et tB sont liées a
la chalnette et doivent &tre déterminées &
partir des projections des distances des
points d'attache sur les axes Ox et Oy et

de la longueur L du fil d'antenne, soient

Xp =X, = a
AN A b donnés.
8p T S, < L

On dispose par exemple, des &quations

transcendantes
X, +a
(I) b/C = Ch ( ) = Ch(x,/C) et
C
e + a
(2) 1/C = Sh¢( ) - Sh(xA/C) qui sont

2x,+ta
équivalentes 3 b/2C = Sh.15%_- Sh(a/2C) ou

2xA+a .
$h ———ou = S
VT RTICV OB
2c 2C Sh(a/2C
2xA+a
1/2C = Ch Sh(a/2C) ou
2C
2xA+a 1
= 1]
b —55 7C Sh(a/2e) 2"

Elevons au carré, soustrayons (2') de (1')
puis multiplions par
4c? sn®(a/2c), il vient
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lzyn b2 = 402 Shz(a/ZC)

ou €= ./,2_],2,3.2&/_20_) (3).

a/2C
L'équation (3) est une &quation de la
forme

Shz . ¢ avec z = a/2C

z
Comme € sera toujours positif et voisin de
un (égal 3 un si on a un segment de droite
au lieu d'une portion de chainette), on

en série et limiter

peut développer Sh

le développement au troisiéme terme soit :

zz 24 4 2
e- — —— - -
I+ 37 + 57 ou 'z +20 z“+120(I - €) 0.

La solution positive est

22m =10 + Y 1206-30 = 10( VT,2e-0,2- 1)

z=vi0Y1,2e- 0,2 - 10.

Le premier paramétre C est ainsi déterminé

par

C=af2z =a/ Y40V 1,2 - 0,2 - 40 .
Pour la valeur de t,, utilisons les rela-

A
tions

t = L2 = ch(x/C)-Sh(x/C) = exp(-x/C)

et cherchons 1'exponentielle en divisant

(I) par (2), il vient

2x,+ A I-exp(-(2xA+a)/ C)

b/l =Th =36~ " Tremp€lx+a)/ O

ou exp('(2xA +a)/ C) =

(1-b) /(14b) = exp(-2x,/C) exp(-a/C) et

t, = (% exp(a/c))'/2= .):—:E exp(a/2C)

Exprimons exp(a/2C) par Sh(a/2C)

/12 - p2

= fz2= T3

exp(a/2C) = Ch(a/2C) + Sh(a/2C) -

VsnZ(aj2c) + 1 + Sh(a/2C) =
Sh (a/2€C) [ 1 +/ 1+Sh'2(a/2c]=

/ 2 .2
1-b D + /1 + ¢ %2 ]

2C

. _ I /1-b 2_.2
tA devient tA =3¢ 1% (17-b7)

-2 - 1-b -2 =2
[l'f' 1+ € 2z =W[l+l+p_z]

L'expression de t_ s'obtient par défini-

B
tion :
t = yB-sB = t + .b_-_l
B C A C
Finalement, Y et x, sont donnés par

y, = C Ch(x,/C) = 3 (exp(x, /C)+exp(-x,/C))

c
=3 (g *+t)

xA =C 1ln u,-
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